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Apollonioksen ongelmaan
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Ongelman geometrisella ratkaisemisella on tarkoitettu vanhastaan harpilla ja mitta-asteikottomalla viivaimella
tehtya piirrosta. Nykyaan koulussa piirretaan téalla tavalla hyvin vahan, ongelmanratkaisumielessa ei lainkaan.
Geometriset ongelmat ratkaistaan laskemalla kayrien yhtal6iden tai trigonometrian avulla eli analyyttisesti.
Tama ei voi olla vaikuttamatta siihen, ettd nykykoululaisten on perin vaikea hahmottaa tilanteita kuvioiden
geometristen ominaisuuksien perusteella. Maarittelevidkdan ominaisuuksia ei aina edes tunneta.

pollonioksen ongelmaksi sa-

notaan kolmea objektia si-

vuavan ympyrin piirtamis-
td. Yleisessd tapauksessa objektit
voivat olla pisteitd, suoria tai ympy-
roiti. Ratkaiseminen on laaja tutki-
mustehtivi, silli erilaisia tapauksia
on kymmenen. Helpoin niistd on
kolmen pisteen tapaus. Se sopisi
hyvin peruskoulussa ratkaistavak-
si, silld siindhdn ei tarvita muuta
kuin keskinormaalin piirtidmist.
Kolmea suoraakaan sivuavan ym-
pyrin ongelma ei ole vield kovin
vaikea (Kuva 1), vaikka silldkin

on useita ratkaisuja ja ratkaisujen

Kuva 1 Kolmea suoraa

sivuavat ympyrdt.

méira riippuu suorien keskiniisis-
td asennoista.

Eukleides ratkaisi niméa kak-
si helpointa tapausta noin 300
eaa. (IV: 4, 5) ja Apollonios
Pergalainen loput yhté lukuun ot-
tamatta sata vuotta myShemmin.
Apollonioksen ongelman vaikein
tapaus on kolmea annettua ympy-
rdd sivuavan ympyrin etsiminen.
Sen ratkaisi ranskalainen Viéte
vasta 1500-luvulla, silloin tietys-
ti vield klassiseen tapaan harpil-
la ja viivaimella. Nyky44n tuskin
kenellekdén tulee mieleen edes
yrittii sitd, varsinkin kun tarkas-
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teltavia tilanteita on kahdeksan
(Kuva 2).

Viéten jilkeen ongelmalle on
esitetty monia erilaisia ratkaisu-
ja. Newton osoitti, ettd ongelma
voidaan muotoilla mys niin, et-
td on etsittiivii piste, jonka kol-
mesta kiintefistid pisteestd mitatut
etiisyydet tunnetaan. TAmi tekee
Apollonioksen ongelmasta ajan-
kohtaisen vieldkin, sill juuri tAméa
on etdpaikannuksen, esimerkiksi
LORANIn tai GPS:n, keskeinen
kysymys. Vilkkaan tutkimuksen
kohteena ongelma oli vield koko
1800-luvun. Monissa ratkaisuissa

OO
©

@?@Q QP of

©)

Kuva 2 Ympyrd voi sivuta kolmea annettua ympyrdid kahdeksalla eri tavalla.
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kiytettiin harppia ja viivainta vahvempia matemaat-
tisia tyokaluja.

Laskennallisia menetelmi# korostavaan nykyiseen
koulumatematiikkaan voisi ajatella parhaiten soveltu-
van analyyttisen ratkaisun. Silloin on kuitenkin rat-
kaistavana kolmen yhtilon yhtiloryhmi:

(x-x) +(y-y) =

(x-x,)" +(y-19,)

(r=r, )Z

(r+r, )Z

(x-x)" + (y—y) = (r=r)

Kukin yhtiléiden oikeiden puolten plus- ja miinus-
merkkiyhdistelmi vastaa yhti edelld mainituista kah-
deksasta tapauksesta. Tehtivi on kiisin laskien tyolis
eiki siithen kukaan nykypiivini ryhtynekiin, kun jo
laskimissakin alkaa olla menetelmit yhtildryhmin
ratkaisemiseen jopa symbolisessa muodossa.

Nykyisin vilinein ja lukiolaisen ymmérryksell ja
osaamisella on suhteellisen helposti tavoitettavissa
ratkaisu, jonka idean esitti 1500-luvun lopulla bel-
gialainen Aadrian van Roomen. Ratkaisu perustuu
sithen geometriseen havaintoon, etti voidaan piir-
tid ddrettdmAn monta ympyrid, jotka sivuavat kahta
annettua ympyrid ulkopuolitse. Niiden ympyrdiden
keskipisteiden annettujen ympyrdiden keskipisteisti
mitattujen etdisyyksien erotus on vakio, joka on yh-
ti suuri kuin annettujen ympyrdiden siteiden erotus.
Keskipisteet ovat siis hyperbelinkaarella (Kuva 3).

Kolmen annetun ympyrin tapauksessa etsittdvin
ympyrin keskipiste saadaan kahden hyperbelin leik-
kauspisteeni. Mik# tekee tistd ratkaisusta nykypdi-
viin soveltuvan, on se, etti dynaamisen matematii-
kan ohjelmissa on sopivat tyovilineet. Esimerkiksi
GeoGebrassa kartioleikkaukseen médrittelyyn tarvi-
taan viisi pistettd. Ensimméiinen piste voisi olla keski-
pisteiden Oy ja O, yhdistysjanasta ympyrdiden kehien
viiliin jadvin jananosan keskipiste. Seuraavat pisteet
saadaan vaikkapa annetut keskipisteet keskipisteini
jajanat 141, ja 1+1, sekd 2+r; ja 2+1, siteind piir-
rettyjen ympyrdiden leikkauspisteet. Toinen hyperbe-
li saadaan soveltamalla samaa menettelyi ympyrsihin
O, ja Os. Kuvaan 4 on piirretty kaksi ratkaisua.

Sanottiinpa Wikipediasta ja sen luotettavuudes-
ta mitd tahansa, niin ainakin maallikkoharrastajan
mielestd Apollonioksen ongelmasta saa sieltd no-
peasti lisitietoa sekd suomeksi [1] ettd englannik-
si [2], samoin etdpaikannuksesta [3]. Asiaa on ki-
sitelty MathWorldin sivuillakin [4]; myds sieltd saa
liséd tietoa ja linkkejd. Kannattaa lukea, silld eiviit
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Kuwva 3 Kahta ympyrd sivuavien ympyroiden keskipisteet
ovat hyperbelilld, jonka polttopisteet ovat annettujen
ympyréiden keskipisteet.

Kuva 4 Kolmea annettua ympyrdd sivuavien
ympyroiden keskipisteet ovat hyperbelien leikkauspisteissd.

Apollonioksen ongelman sovellukset etdpaikannuk-
seen lopu. Silli on kiyttdd myds pakkausongelmien ja
itseidin korjaaviin koodien yhteydessi. Ne taas saat-
tavat liittyd DVD-levyihin tai sairauksia aiheuttavi-
en bakteereiden entsyymeihin tehoavien ldskkeiden
suunnitteluun. My®s puhtaan matematiikan piirissi
ongelmaa on yleistetty moneen suuntaan.

[1] http://fi.wikipedia.org/wiki/Apollonioksen_ongelma

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Problem_of_Apollonius

[3] http://en.wikipedia.org/wiki/LORAN

[4] http://mathworld.wolfram.com/ApolloniusProblem.htm| l



